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�� �� 
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�� ����� ����� �
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��� �+�����
���
����
� �� � ���� ����� +��+��
� �� � ����
���2 ��� ���� ����� 
� ����' 
��
+��+��
� ��� ���� ���
������ � +��+��
� ���� 
� ���
����
� 3�� ���
 ������
���
����
�4 �� ���������� � ����
��� f ∶X → Y �� ����������� �� ��� ���� N > 0

���� �� �� M > 0 ���� 
��
 ��� ����� x, y ∈ X� �� d(x, y) ≤ N � d(x, y) ≤ M
,5-� 6�
��� 
�� ���� ������ ��� 
�� ��/��
��� �� ������ ���
����
� �� 
��
�&�++��� �� 
�� ������ �� 
�� ���� ������ N ��� M �� 
�� ��

�� +��
 �� 
��
�
�
���
� 7�������� �� � ����� ����� +��+��
� �� � ����
���2 ��� ���� ����� 
�
����' 
�� +��+��
� ��� ����� ���
������

8�� ,5- ��/��� 
�� ������ ��
����� &�
� �
��� �+���� �� �����
� ��� �����
�.��������� ������� �� ������ ����
���� �� ��+����� 9� ��� 
&� ����
���� f ∶
X → Y ��� g ∶X → Y ��� ����� �� 
���� �� ��� ����
��
 K &�
� d(f(x), g(x)) ≤

���� �����	�
��
�� 
����
���� ����
�	�� ���� �� ��� � ��
�� ���� :



K ��� ��� x ∈X� � ��	
���	 � �����
���� ������ �� ��� �	���� ����� �� ���	���
�� ��� ���	���� � ��	
���	 � 
���� �� �� � ���	������ �	� ������� ���
�����
 ��
� X �	� Y ��� 
������ ��������	� �� ����� ��� 
���� ��	
���	
f ∶X → Y �	� g ∶ Y →X �
� ���� g ○ f � 
��� �� ��� ���	���� ��	
���	 �	 X
�	� f ○ g � 
��� �� ��� ���	���� ��	
���	 �	 Y �

�� � �� �	����� �� ���� ��� ��������� �� ��� 
���� 
�������� ���	
��� ��� �����
 ��
� 
������ ��������	�� ����
���� �� ��� ��� ��
� ���

������ ��������	� �� 
�	���
� ��� 
���� ��	
���	 f �	� g ���� ���� ���

���� ��������	
�� ��� ���
 ������� �� 
������ ��������	� �����
 ��
� �
R �	� Z �	��� ��� ���� �����
� �� ���� f ∶ Z → R �� �� ��� �	
����	
��	
���	 �	� g ∶ R → Z �� �� ���  ��� ��	
���	� �� � �	 ��� ����
�� �� 
��
�
���� ���� ��	
���	 ���� � 
���� ��������	
��

!�� �� �� ��� ���� ��� ��
� ��� 	�� 
������ ��������	�� �� 
�		��

��
� ���� ��� ������ ��	
���	 �� 	�� ���� �	 ��������	
�� �	 "#$ �	 �	�����	�
�� �����
 ��
� �	��� ���	������ ��������	
� � ��%	��� ��� �	�����	�
������� � ��� �� ����
� �� ��� ��
� ��� 	�� ���	�������� ��������	�� ���
���	������ 
������� � � ���� �����
���� 
������� ���	 ��� 
���� 
�������&
��� 
��������	 ��� �������� �� �� ��� ���	���� �	 ��� 	��� '�������	���( �
���	������ ��)�
���	 f ∶X → Y ���� �	���� � ���	������ � ��������� ���
�� ��� ��
� ��� ���	�������� ��������	� ���	 ���� ��� 
������ ��������	��
�	 "*$ ��� �	�����	� � ����	��� �� ��� 
���� 
�������� �	 ���� �� ���� �����
��� �	�����	� � �	�� ��%	�� ��� � 
�� �� ��
� 
����� σ+����� ��
�� �	 ���
����� �� ������	����� ����	� ��� ����� ���� "#$ �� ��� 
���� 
������� �	�
�� ��� �����
 ��
��

�� ������ ��� 
�	���
���	 ���� "#$� ,����� N > 0� -���	 � �����
 ��
�
X �	� � ������	� x0 ∈ X( �	 N +����	
� �	 X ���� �� x0 � �	 �	%	��� ���
x0, x1, . . . �� ���	� �	 X �
� ���� d(xi, xi+1) ≤ N ��� ��� i ≥ 0� ��� �������	�
� � 	�
� �	�����������	 �� � ���	������ ��	
���	� � ��	
���	 f ∶ X → Y �
���	������ �� �	� �	�� �� ��� ��
� N > 0 ����� � �	 M > 0 �
� ���� f �	�
N +����	
� �	 X �� M +����	
� �	 Y �

�� ��� �	�� �	������� �	 ����	
� ���� �� �� �	%	���� �	 N +����	
�
x0, x1, x2, . . . ��� �� �	%	���( (xi) → ∞( �� limi→∞ d(xi, x0) = ∞� �� ��	� ��

�	���� �	 ��������	
� �������	 ������	 ����	
�� -���	 ��� N +����	
� s
�	� t �	 X ���� �� x0 ���� �� �� �	%	��� ��%	� s �	� t �� �� �������( s ∼ t(
�� s � � ������	
� �� t �� t � � ������	
� �� s� �� t � � ������	
� �� s
�� �� ���� s � � ��������	
� �� t� .�%	� s �	� t �� �� ��������	�( s ≈ t( ��
����� � � %	��� ��� �� ����	
� si �
� ���� s ∼ s1 ∼ s2 ∼ ⋯ ∼ sn ∼ t� /�� [s]N
��	��� ��� ��������	
� 
�� �� s �	� ��� σN(X,x0) �� ��� �� �� ��������	
�

����

0�� ��
� �	����� N > 0 ����� � � ��	
���	 φN ∶ σN(X,x0) → σN+1(X,x0)
���� �	� �	 ��������	
� 
�� [s]N �� ��� ��������	
� 
�� [s]N+1� � ��
� X
� 
����� σ+����� �� ����� � �	 �	����� K > 0 �
� ���� φN � � ��)�
���	 ��� ��
�
N ≥ K� �� X � σ+����� ��%	� σ(X,x0) �� �� ��� 
����	����� �� σK(X,x0)�
��� �������	� ������� �� "#$ �� ���� �� � �	 �	�����	��

������� �� ������� f ∶ X → Y �� � 	�
������� ����������� 	������ ���
��

������� ��� x0 	� � 	�������� �� X ��� ��� y0 = f(x0)� ������� X ��� Y �
�

σ����	��� ���� σ(X,x0) = σ(Y, y0)�

1 ���� �����	�
��
�� 
����
���� ����
�	�� ���� �� ��� � ��
�� ���� 



��� ��������	

�� ���� �� �	��
� ��� ���� �
�����
� �� ��� ������ ������� �� �� �� �
��
������
� ��� ������ �����
�� {σN(X,x0), φN}� � ������ �����
�� �� ���� �� �
������ �� ���� {Xi}� i ∈ N� �������� ���� � ������ �� ��
����
� {φi ∶Xi →Xi+1}
������ �
��
� ��
����
� ���� ��� i < j �� ����� φj−1 ○⋯○φi+1 ○φi = φij �� ����
φij ∶Xi →Xj � �� ���� ��� φii � ��� ���
���� �
 Xi�

 �������� � �������� �����
 ������ �����
��� ��� ��!
�� �� ����� ���"
������� �� !
� �� ���� ��
��
��
� �� ����� ���� ��
���� ���������� ��
��!
� � �������� ���� � ������ �����
�� {Xi, φi} �� � ������ �����
�� {Yi, ψi}
�� � �����
�� �� ��
����
� fi ∶ Xi → Yu(i) ����� u ∶ N → N �� � 
�
��������
�
��
����
 ���� ���� �� i < j� ψu(i)u(j) ○ fi = fj ○ φij �

�� ��!
� ��� ������ �����
��� {Xi, φi} �
� {Yi, ψi} �� � ��������
� �� �����
��� ��������� {fi ∶ Xi → Yu(i)} �
� {gi ∶ Yi → Xv(i)} ���� ���� gu(i) ○ fi =
φi v(u(i)) �
� fv(i) ○ gi = ψi u(v(i))�

#� ��� ������ �����
��� ��� ��������
� ���
 ����� �� � �$�����
 �����
 ���
��������
��
� ������ ������ %��� ��� ����
��	&�

��������� �	 ��� X �� � �����	 
��	� ��� ��
������ x0� ���
���� �� ����	�


�����	� {σN(X,x0), φN} ���� φN 
���
 �� ���������	� 	��

 [s]N �� [s]N+1�
�� ������ ��
 
�����	� �
 ����σ(X,x0) ��� ��
 ����	� ����� lim

�→
σN(X,x0) �


σ(X,x0)� �� ��� 
����
 ��� ����	���� 
�����	�� ������ ���� ��� ����	� 
��

����	��

'����� ���� �
 ��� ���� �� � σ"����� ����� X� �� ���� ���� ��� �����
�����
�� σ(X,x0) �� ����� �� ��� ����� σ(X,x0) ��!
�� �
 �(� �
� �)� �� ���� ��!
����

��
 � ������� �� �� � ��
�����*����
 �� ���� ��
���� ���� ������� �� ��� ������
�������

����� �� ���� ���� ��� ������ �� ������
� ���� 
�� �������  ��� �� ��

�������� ��� 
������
 ��� ������
� �
� $��� ����� �
�"σ(X)�


��������� �	 ��� X �� � �����	 
��	� ��� ��
������ x0� ����� y0 ∈ X�

����σ(X,x0) �
 ���������� �� ����σ(X,y0)�

������ +����� �
 �
�����M ≥ d(x0, y0)� ��� ����N <M � ��!
� fN ∶ σN(X,x0)
→ σM(X,y0) �� ��
� [s]N ∈ σN(X,x0)� s = x0, x1, . . .� �� ��� ��������
�� �����
�� ��� �����
�� y0, x0, x1, x2, . . .� ��� N ≥ M � �� ��!
� fN ∶ σN(X,x0) →
σN(X,y0) �
 � ������� ������
� �������
� ��� ���
� y0 �� ��� ���

�
� �� �
�����
��� �� ��!
� ��
����
� gN ∶ σN(X,y0) → σM(X,x0) ��� N < M �
�
gN ∶ σN(X,y0) → σN(X,x0) ��� N ≥M �
����������

,�� �� ��� ���� ��� ����������
 gM ○ fN �� ����� �� φNM ��� N < M �
 �� ����������
 ��
�� ��� ��������
�� ����� �� � �����
�� x0, x1, x2, . . . �� ���
��������
�� ����� �� � �����
�� x0, y0, x0, x1, x2, . . . ����� �� ������� ��� ���� ��
��� ��������
�� ����� �� x0, x1, . . .� -�������� �� ���� ���� ��� ����������
 gN ○
fN �� ����� �� ��� ���
���� �
 σN(X,x0) ��� N ≥M �  �� �������� ����������
�
��� ������� �� �����

������� �	 �����
� X ��� Y ��� 	���
��� ���������� �����	 
��	�
� ���

����σ(X) �
 ���������� �� ����σ(Y )�

���� �����	�
��
�� 
����
���� ����
�	�� ���� �� ��� � ��
�� ���� .



������ ������� f ∶ X → Y ��	 g ∶ Y → X 
��� �� �� ������ ������������

����� N ∈ N� ����� f �� ����������� ���� �� � u(N) > 0 �� ��� �� d(x, y) ≤ N �
d(f(x), f(y)) ≤ u(N)� �� ��� ����
� u ∶ N→ N �� ���	���������� ��� f(x0) =
y0� ��� �� ��� � ���� 	����	 �������� fN ∶ σN(X,x0) → σu(N)(Y, y0) ���
���	� �� ����������� ����� �� � �������� x0, x1, . . . �� ��� �� f(x0), f(x1), . . .�

��� �� �������� 
�����
� ��� K �� �� ������� �� ��� d(g(f(x)), x) ≤ K
��� ��� x ∈X� ����� N ∈ N� ����� g �� ����������� ���� �� �� v(N) > 0 �� ��� ��
d(x, y) ≤ N � d(g(x), g(y)) ≤ v(M)� �� ��� ����
� ��� v(N + 1) ≥ v(N) ≥K�
�� 	���� � �������� gN ∶ σN(Y, y0) → σM(X,x0) ��� ���	� �� �����������
����� �� � �������� y0, y1, . . . �� x0, g(y0), g(y1), . . .�

��� N ∈ N ��	 ��� M = u(N) ��	 L = v(M)� �� ���� ��� �� ���������

	�����
 ��

�����

σL(X,x0)

σM(Y, y0)

gM

�

σN(X,x0)

φNL

�

fN

�

 �� [s]N ∈ σN(X,x0)� ��! s = x0, x1, . . .� ��� gM(fN([s]N)) �� �� ������"
����� ����� �� �� �������� x0, g(f(x0)), g(f(x1)), . . .� ��� �������� �� ������"
���� �� x0, x1, . . . �� σL(X,x0) ����� �� �������� x0, g(f(x0)), x0, x1, g(f(x1)),
x1, . . . �� � ������������� �� ����

� � � � �

� � � � �

K
L

x0 x1 x3 x4

g(f(x0)) g(f(x1)) g(f(x2)) g(f(x3)) g(f(x4))

L

x2

������ #$ �� ��� ��������� ��� �����������

%� �� �� N ∈ N ��	 ��� M = v(N) ��	 L = u(M) ��� �� ����� ��� ��
	�����
 ����� ��

���� �� ��
�����

σL(Y, y0)

σM(X,x0)

fM �

σN(Y, y0)

ψNL

�

gN

�

#& ���� �����	�
��
�� 
����
���� ����
�	�� ���� �� ��� � ��
�� ���� 



� ����� ���� 	� 
�� σ������

�� ���������	 
�� �� �	���������	 �
 �� ��	��������	 �
 ��� �� ��� �����
����� � ��� �	 ����� �
 � ���� ���� �� 	�� σ������� ���� ����� ����
���� ��� �� �	 �����������	 �
 �� �	�����	� �	� �� 
��� ���� �� ����� �����
��� ��	���	 ��� �	
�������	 ���	 �� ����� ���	��
 ��	 � 
����� �
 ���	�� ����� ����� (Xα, xα) � �!	 ���� ���

��� ��� ⋁(Xα, xα) �� �� ��� ���� �� 
������	� ������  ��	 x, y ∈

⋁(Xα, xα)" d(x, y) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

d(x, y) �
 x, y ∈Xα 
�� ��� α

d(x,xα) + d(xβ , y) �
 x ∈Xα �	� y ∈Xβ ���� α ≠ β .

#� �� ��	 ���$ B � �� ����� ��� �
 ���� Bi = [0,∞)" i ∈ N" ����
�� �� ���	�� 0� %	�� �� ��� ���	� �� x0�

����� �� ������� s �� �	 N 
�����	�� �	 B ���� �� ��� ����� ���	� x0 ����

���� �� �	�	���� ���	 ����� �� �	 M > 0 �	� k ∈ N �� ���� ��� ���� n ≥M � sn
���� �	 ��� ��� Bk� �������� �� t �� �	 N 
�����	�� �	 B ���� �� ��� x0 ����

���� �� �	�	��� ���� t ∼ s� ���	 ����� �� �	 R > 0 ���� ���� ��� ��� n ≥ R� tn ����

�	 Bk�

������ &�	� s ��� �� �	!	��� ��� �� � M > 0 ���� ���� d(sn, x0) ≥ N + 1 
��
��� n ≥ M � &�� sM ∈ Bk� &�	� �� �����	� 
��� sM �� �	� ���� ��� �� ��
���� N + 1" sM+1 ���� ���� �� �	 Bk� '� �	������	" � ��	 � ���� sn ��� �	
Bk 
�� ��� n ≥M �
&�	� t ��� �� �	!	���" ��� �� P > 0 ���� ���� d(tn, x0) ≥ N + 1 
�� ���

n ≥ P � (���� R ≥ P �� ���� tR = sn 
�� ��� n ≥M � ���� tR �� �	 Bk� )
��� tn ���	� �	 Bk 
�� ��� n ≥ R �� �����

���	
�� �� ��� si � ��� �����	�� �	 B ���� �� x0 �	� ���	� �	 Bi �����
���� ���� sin = n� n ∈ N ∪ {0}� ��� N ≥ 1� ���	 σN(B,x0) = {[s1], [s2], . . .}�

������ *���� � ���� ���� �
 i ≠ j" [si] ≠ [sj]� &����� �� �� ��	����� ����
[si] = [sj]� ��	 ��� �� � ���� t1, . . . , tk �
 N ����	�� ���	� �� �	!	��� ����
si ∼ t1 ∼ t2 ∼ ⋯ ∼ tk ∼ sj � '� #��� + t1 ���� �	������ �� �	 Bi� #�$���
t2" t3" �	� !	���� sj ���� �	������ �� �	 Bi� '�� sj ��� 	����� �	 Bj " �
��	���������	�
,�� ������ [t] ∈ σN(B,x0)� '� #��� + ��� �� �	 M > 0 �	� k ∈ N ��

���� 
�� ��� m ≥M " tm ��� �	 Bk� ) ���� ���� [t] = [sk]� ) ���� � 	�
���	� r ������	� �� t ���� ���� ��� �� �	 Bk� ) ��	 ��	 � ���� r ��
������	� �� sk �� �	 �� ����
 �
 ��" ����� -.�� ) $	�� ���� tm ��� �	 Bk

�� m ≥M � #� tq � �� !��� ��� �
 �� ���	� ���� �� 	�� �� ������	�
�� � ���	� �	 Bk� /
 	� ���� ���	� ����� � �� ��	� #� tp � �� !��� ���	�
�
 �� ���	� �
�� tq ���� �� �� ������	� �� � ���	� �	 Bk� %!	 r1 ��
� �� ���	� t0, . . . , tq−1, tp, tp+1, . . .� ,�� tq−1 �	� tp ���� �� �	 Bk �	�
�� �����	� �� ���� N 
��� �� ������	�� ���� d(tq−1, tp) ≤ N �� r1 �� �	
N ����	� �	� t ∼ r1� ) ��	��	� �� �	������	" !	���� �!	�	� � ���	�
r ���� ���� ��� �� �	 Bk�

) �!	 � ������� �
 B ���� � ���� �� ������ ��	 ���$ D� #�
Di = {in ∶ n ∈ N ∪ {0}}� ���� Di ��� ���	�� ���� �� �����	� i ������ %!	

���� �����	�
��
�� 
����
���� ����
�	�� ���� �� ��� � ��
�� ���� --



D = ⋁Di ����� �� ��� �	
��� 0� ��
�� ���	�� ��� ����� �	
�� �� x0� ���
�	��	�
�� ���	��� 
���
�� ���� D 
� �	� σ��������

������� �� ��� si �� ��� �����	
� �	 D ���� �� x0 �	 ���	� �	 Di ����� ��
�

���� sin = in� n ∈ N ∪ {0}� ��� N ≥ 1� ���	 σN(D,x0) = {[s1], [s2], . . . , [sN ]}�

������ ��� ��		� 
� �
�
��� �	 ���� 	� ���	��� �� �
��� [t] ∈ σN(D,x0)� ��
����� � ����� 
� �� M > 0 ��� k ∈ N �	 ���� �	� ��� m ≥ M � tm �
�� 	� Bk�
��� �
������� ���� 
� ���� �� ���� ���� k ≤ N �
��� ��� �
������ �������
�������
�� �	
��� 	� Dk 
� k ��� t 
� �� N ��� ����� ���� �	�� �	 
�!�
���

	���

��� � ��� ���	 ���� B �	 ��� ��
���� ���	 ���� D ��� 	�� 
�������

��������	��

������ ��	��
�� �	 ���	��� " 
���σ(D) 
� ��� ��� {[s1], [s2], . . . , [sN ]} �
��
��� �	��
�� �����
	� φN ∶ {[s1], [s2], . . . , [sN ]} → {[s1], [s2], . . . , [sN+1]} ��
��

�����
	�� ��	��
�� �	 ���	��� �� 
���σ(B) 
� ��� ��� {[s1], [s2], . . .} �
��
��� �	��
�� �����
	� ψN ∶ {[s1], [s2], . . .} → {[s1], [s2], . . .} ��
�� ��� 
����
���
����� �
���� �� ������ ��� �	� � �
������ �
��� ��� 
����
�� �����
	� σN(B) →
σL(B) ����	� ����	� �� σN(B) → σM(D) → σL(B) �
��� σM(D) 
� !�
���

��� ����
	�� �	�	����� 
���������� ��� �	��� 	� �����
�� ��� �
���� �� �����
������ ���� ������ ��� �
���� �
�
�� #� ���� ���� σ(D) ≅ σ(B) ≅ N�

������ �����	

�
��� � �
���� �� ����� {Xi, φi}� 
�� �
���� �
�
� lim
�→

Xi 
� ��!��� �� �	��	���
$	��
��� ��� �
�%	
�� ��
	� ⊔Xi� #� ��!�� �� � �
������� �����
	� 	� ⊔Xi ��
�	��	��� �
��� xi ∈ Xi ��� xj ∈ Xj � xi 
� ������� �	 xj 
� ����� 
� �	�� k ≥ i, j
���� ���� φik(xi) = φjk(xj)� ��� ��� 	� � �
������� ������� 
� ��� �
���� �
�
��

 �	���
�� {fi ∶Xi → Yu(i)} ������� �
���� �� ������ {Xi, φi} ��� {Yi, ψi}

������ � �����
	� f ∶ lim

�→
Xi → lim

�→
Yi� �
��� [xi] ∈ lim

�→
Xi� xi ∈ Xi� ���

f([xi]) = [fi(xi)]� ��
� �����
	� 
� ���� ��!��� �
��� 
� φik(xi) = φjk(xj)�
fk(φik(xi)) = fk(φjk(xj)) �	 ψu(i)u(k)(fi(xi)) = ψu(j)u(k)(fi(xi))�

����������� �� ������� ��� ���
� �����	
�� {Xi, φi} �	 {Yi, ψi} ��� ������

���	�� ���	 lim
�→

Xi �	 lim
�→

Yi ��� ��������	� �� �����

������ ��� {fi ∶ Xi → Yu(i)} ��� {gi ∶ Yi → Xv(i)} �� �	���
��� ���� ��&� ��
��� � �
�������� #� ��	� ���� ��� �	��	�
�
	�� 	� ��� 
������ �����
	�� f ���
g ��� ��� 
����
�
��� '
��� �	��
��� g ○ f � (���	�� [xi] ∈ lim�→

Xi� xi ∈ Xi� ����

g(f([xi])) = g([fi(xi)]) = [gu(i)(fi(xi))]� )�� gu(i)(fi(xi)) = φi v(u(i))(xi) �	
[gu(i)(fi(xi))] = [xi]�  �
�
��� �������� ��	�� ���� f ○ g 
� ��� 
����
�� 	�
Y �
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