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�� ���� �� �
� ����� �������� ������ �� ��� �� � ! ����� "�������
f ∶X → Y ������� ������ #��� � � "������� �
�� � ���������� ��� #��#���
f � ���������� �" "�� ���
 N > 0 �
��� � �� M > 0 ��
 �
�� �" d(x, y) ≤ N $
d(f(x), f(y)) ≤M � %� �
� ������ �� ���� f #��#�� �" ������ ����� �" �������
�� ��� ��������

&����� ��������� � ���� �� ����������� 	
� ��������� � � "����������
�����#� �" ����� '�� ����� ����( �������� )�� � ���������� � � "����������
�����#� �" ��#����� '���� ���� ��������(� �� ��� ������� �
� ����� ����
��
����� �" "������� ��� ����� ���� #��#����� �" #����

	�� ������ #��� X ��� Y ��� ������� ���������� �" �
��� ��� �����
"������� f ∶ X → Y ��� g ∶ Y → X ��
 �
�� g ○ f � ���� �� ��X ��� f ○ g �
���� �� ��Y � 	�� "������� f1 ��� f2 ��� ���� �" d(f1(x), f2(x)) � ���"�����
�������� ! ������� ��"������ "�� �
� #�������� �����#� ��� ����� ��������
�� ������� � �� �

%� �� �� ��������� �� �
� ���������� �������� � ����������� 	
� ����
�*���� �
� ����������� �� �� �� �
� ����� ��������� +��������� �����������
� ���� ����� �
�� ����� ������������ ��� ���������� ����������� f ○ g ���
g ○ f ��� �������� �� �� �
� ��������� ,���� ����������� ��� �� ������ �
����� �� �
� �������� �
���$ ������ �" ���������� "�������$ ��� �������
����������� ���� �" "�������� 	�� "������� ��� ���������� �" �
�� ��� �����

	
� ������� �*��#�� �" ��� ������� ���������� #��� � R ��� Z '��
-*��#�� .(� /" ����� �
�� #��� ������ �� ������������ ���������� ������
�
�� �� ��� 
��� �
� ��� ������������ �� ��� �*#���� ������� �� �
� �����
�������� � �##��� �� �
� ���������� �������� � "������ 0���� �� ���
��������� �� ����� ���� ��
�����$ �� 
���� ������ ��� ���� ���� ��
�����
��������� ������������ �� 
���� ��� ���� �
��
�� �
� ������ �" #���� �� �
����
���
��� � ����� �� ��������

�������� 	�
����	���


�� ������ �
� ����������� "��� �� � ��* � ���#���� x0 ∈ X� 1���� N > 0$
�� N 2������� �� X ���� �� x0 � �� ������� ��� x0, x1, . . . �" #���� �� X
���
 d(xi, xi+1) ≤ N "�� ���
 i ≥ 0� 0���� �� ��� ��������� �� �
� ����� ����
�������� �" X$ �� ��� ���� ��������� �� ������� �
�� �� �� �������� !�
N 2������� x0, x1, . . . ��� �� ������� �" d(x0, xi) → ∞� 3�� 0N(X,x0) �� �
�
�� �" ��� N 2������� �� X ���� �� x0 �
�� �� �� ��������

�� ���� ��� ������� s, t ∈ 0N(X,x0) ���������� �" �
��� � � ����� ���
s0, . . . , sn ∈ 0N(X,x0) ���
 s0 = s$ sn = t$ ��� "�� ���
 i ≥ 0$ si+1 � ���
�� �
��������� �" si �� si � � ��������� �" si+1� %" si � � ��������� �" si+1

� ���� �����	�
��
�� 
����
���� ����
�	�� ���� �� ��� � ��
�� ���� 



�� ��� si+1 �� � ����	��
����� � si� ��� [s]N ����� ��� �
��������� ����� �
s �� �N(X,x0) ��� ��� σN(X,x0) �� ��� ��� � �
��������� ��������

��� ��	�������� � ��� ��� σN(X,x0) �� ��� ����	�� ����	����� �� �����������
����	����� ��� �����	 � ����	��� ���� � ���� � ������� �� X� ����� ����
��	�������� ������� � N � �� ���� ��� ������� ��������� �	 ���� ������	
N > 0 ���	� �� � ������� φN ∶ σN(X,x0) → σN+1(X,x0) ���� ����� ��� �
��� 
������ ����� [s]N � ��� �
��������� ����� [s]N+1� X �� ���� � �� σ ������ ��
���	� �� � K > 0 �	 ����� σN �� � ��!����� �	 ���� ������	 N ≥ K� �� X ��
σ ������ ��� σ(X,x0) ����� ��� ��	�������� � σK(X,x0)�

�� ���� �� �����	 � ���� X "σ ������ ���� 	������ � x0# ����� ����	�����
���� �������� ������� � ��������� �� ���� �� ��� ��$ ���� ����� �� ���	�����
�� ��� ��%� �������

��� ������� �� ��� ���� ���	�� � &'(� �� �� ��� ���	�� ���� �� ���� �
�%���� � ��	�� �
�����������

������� � )&'(� ���	�� *�+,� ������� f ∶ X → Y �� � 	�
������� �������

����� 	������ ���
�� ������� ��� x0 	� � 	�������� �� X ��� ��� y0 = f(x0)�
������� X ��� Y �
� σ����	��� ���� σ(X,x0) = σ(Y, y0)�

������ �� 	�
����� �� σ�
�	�� 
����


-� �������� ����� ��� �������� � σ ������ ������� � ��� ����� � ���� 
����� .� ��� ���� �� ���� � ����� ����� σ ������ �� ����������� � ���������

	���
 �� ������� x0, y0 ∈ X ��� n ≥ �(x0, y0)� ��� zn ∶ σn(X,x0) →
σn(X,x1) 	� ��� �������� ���� ����� ��� ����������� ����� �� � �������� x0, x1, x2,
. . . �� ��� ����������� ����� �� y0, x0, x1, x2, . . .� ���� zn �� � 	���������

�
���� ��� wn ∶ σn(X,y0) → σn(X,x0) �� ��� ������� ���� ����� ��� �
���� 
����� ����� � � ��
����� y0, y1, y2, . . . � ��� �
��������� ����� � x0, y0, y1, y2, . . .�
.� ��� ���� zn ��� wn ����� � �	� ��� ���������� ��� ���� zn ���� ��
� ��!������ ������ [(xi)] ∈ σn(X,x0)� ���� (wn ○ zn)([(xi)]) �� ��� �
��� 
������ ����� � ��� ��
����� x0, y0, x0, x1, . . . ����� �� � ����	��
����� � (x0)�
������	��� zn ○wn �� ��� �������� � σn(X,y0)�

���������� �� ������� � ���
�� ����� X �� σ����	�� ���� 
������ �� � 	����

����� x0 ∈X� ��� y0 ∈X� ���� X �� σ����	�� ���� 
������ �� y0 ��� σ(X,x0) =
σ(X,y0)�

�
���� ��� N ∈ N �� ���� ���� φn ∶ σn(X,x0) → σn+1(X,x0) �� � ��!����� �	
��� n ≥ N � /��� M ∈ N ���� ���� M ≥ max{N,�(x0, x1)}� ������ n ≥M �
���� ��� ������� ����	�� ��������

σn+1(X,x0)
zn+1� σn+1(X,y0)

σn(X,x0)

φn
�

zn� σn(X,y0)

ψn
�

����� φn� zn� ��� zn+1 �	� ��!������� � �� ψn�

���� �����	�
��
�� 
����
���� ����
�	�� ���� �� ��� � ��
�� ���� *



��� ��������	

������� �� ������� X ��	 Y �
� ���
��� ���������� ��	 σ�������� ����

σ(X) = σ(Y )

�
���� ������� f ∶ X → Y ��	 g ∶ Y → X �
� �� �� �� 	�������� �� ���
��

������������ ��� x0 �� � ��������� �� X ��	 y0 = f(x0) �� � ��������� ��
Y � ������� g ○ f �� ����� �� �	X � �� ��� ��� ��� ��
� �� � D ��� ���

	(x, g ○ f(x)) ≤ D ��
 ��� x ∈ X� ��� K �� �� ������
 �
���	�	 �� X �����

σ������� ��	 K ′ �� �� ������
 �
���	�	 �� Y ����� σ�������� �� ��� ������
K ≥D� �� f �� ��
��������� ��
� �� ��M ��� ��� f ���	�K���������� ��M �
��������� �� Y � �� ��� ������ M ≥ K ′� ������
��� ������� g �� ��
���������
��
� �� �� L ��� ��� g ���	� M ���������� �� L���������� �� X� �� ���
������ L ≥K�

��� zL ∶ σL(X,x0) → σL(X,g ○f(x0)) �� �� �������� ��� ���	� �� ������
������ ����� �� x0, x1, . . . �� �� ����������� ����� �� g ○ f(x0), x0, x1, . . .�  ���
�� �����
 �� �� L��������� ����� L ≥ K ≥ D� �� ����� ! �� "��� zL �� �
��#�������

��� fK �� �� �������� ��� ���	� �� �������[s]K ∈ σK(X,x0) �� �� ����
���� [f(s)]M ∈ σM(Y, f(x0)) ��	 ��� gM �� �� �������� ��� ���	� �� �������

[s]M ∈ σM(Y, f(x0)) �� �� ������� [g(s)]L ∈ σ(X,g ○ f(x0))�
�� ��� �� ��������� 	���
�� ��������$

σL(X,g ○ f(x0))

σL(X,x0)

zL
�

σK(X,x0)

φKL
�

fK
� σM(Y, f(x0))

gM

�

��� (xn) �� � K��������� �� X� %�� gM ○ fK([(xn)]) �� �� �����������
����� �� �� �������� g ○ f(x0), g ○ f(x1), . . . ��	 zL ○φKL([(xn)]) �� �� ������
������ ����� �� �� �������� g ○ f(x0), x0, x1, . . .� &����	�
 �� ��������

g ○ f(x0), x0, x1, g ○ f(x1), g ○ f(x2), x2, x3, g ○ f(x3), g ○ f(x4), . . . .

%�
� �
� �
�� 	�������� �� �����	�
$ �� 	������� ������� ���������� ��������

�� xn� �� 	������� ������� ���������� �������� �� g ○ f(xn)� ��	 �� 	�������
������� ��� xi� ��	 ��� ������
��
� g ○ f(xi)� ������� 	(xi, g ○ f(xi)) ≤ D�
	(xi, xi+1) ≤K� ��	 	(g ○f(xi), g ○f(xi+1)) ≤ L� �� ������	 �������� �� �� L�
��������� '�
��
� ������� �� ��� ��������� {xn} ��	 {g ○f(xn)} �
� ������	
�� �
	�
� �� ��� ��� ��� xn ��	 g ○f(xn) �
� ��� ������������ �� ��� ������
%��� �� 	���
�� ���������

����� zL ○ φKL �� � ��#������� fK ���� �� �����������

������
������ �� ��� ��� ��� �� ��������� 	���
�� �������� ��
� S ��
����� �� ��� 	(y, f ○ g(y)) ≤ S ��
 ��� y ∈ Y ��	 	(f(x), f(y)) ≤ S ������

	(x, y) ≤ L�

( ���� �����	�
��
�� 
����
���� ����
�	�� ���� �� ��� � ��
�� ���� 



σS(Y, f ○ g ○ f(x0))

σS(Y, f(x0))

zS
�

σL(X,g ○ f(x0)) �gM

fL

�

σM(Y, f(x0))

ψMS
�

���� gM ���� �� 	
���	�	
� ���� �	���� fK �	 �� 	
�	� ���
 �� ����
���� fK � � �����	
�

���� �������	

�� ���
 ��� ��� ���
���� ������� 	� � �	���� �������
���

������� �	 ��� �����	
� R ��	 Z �� 
���� ����
� ��	
� ��
 ����� 
�����
�
� f ∶ R → Z �
 ��
 ���� ��������� x ↦ ⌊x⌋� �
� g ∶ Z → R �
 ��
 ����������
n↦ n� �� �� 
��� �� �

 ���� f ��	 g ��
 �����
 ��	 ���� g○f ��	 f ○g ��
 ����

�� ��
 �	
�����
� �g ○ f �� ��
 �	
������� ��������� �� �� ��� ���� ���� σ(R) = 2�
 ���
 Z �� �����
�� 
!��"��
�� �� R #
 ��� ��"
 σ(Z) = 2 ����� $� �����
 #

��� �

 ��
�
 �#� �
!�
��
� �� Z�

���� �� ��� �
	���� ��� �	 ��������� σ(V ) ����� V � ��� ���� ��	� �� 
!������ "#� �� $��� ��� � ���� ������


���� �	  �����
 f ∶ X → Y �� ��� �������� ��	 g ∶ Y → X �� �������%����
 �����
 ���� g ○ f �� ����
 �� ��
 �	
����� �� X� &�
� f �� ����
��

'����� %���	�� A ⊂ Y � �	�
��� ��� �(x, y) ≤ N �	� ��� x, y ∈ A� %
�� g �
�	�
	�	�	�� ����� � �
 M > 0 �	 ���� � �(x, y) ≤ N  �(g(x), g(y)) ≤M � %
��
g ○ f � ��	�� �	 ��� ��
��� ����� � �
 R > 0 �	 ���� �(g ○ f(x), x) ≤ R �	� ���
x ∈X�

%���	�� x, y ∈ f−1(A)� ���
 f(x), f(y) ∈ A �	 �(f(x), f(y)) ≤ N �
�
�(g ○ f(x), g ○ f(y)) ≤M � ���� �(x, y) ≤ �(x, g ○ f(x)) + �(g ○ f(x), g ○ f(y)) +
�(g ○ f(y), y) ≤M + 2R�

������� �	 �
� V = {(−1, y) ∶ y ≥ 1} ∪ {(x,1) ∶ −1 ≤ x ≤ 1} ∪ {(1, y) ∶ y ≥
1} ⊂ R

2. (����#��% ��� #
 #��� ��
 ��
 ��)���� 
���� #���� �� �������%�����
���	 ��
�
���
 �����
��� 
!��"��
�� �� ��
 ����	��	 
����� *
 ���# ���� V ��
�����
�� 
!��"��
�� �� ��
 ��� [1,∞) ��	 ��
�
���
 σ(V ) = σ[1,∞)�

(���� �
� �� ���
 ���� σ[1,∞) �� ������ 
��� �� ��������
�  �����
 N ≥ 1� +�
��� �
� ��,� �� N -�
!�
��
 s = {si} �� [1,∞) %�
� �� ��.���� �� ��	 ���� ��
limi→∞ si = ∞� �� ���������� [(i)] ∈ σN [1,∞)� /���� %�"
� [s] ∈ σN [1,∞)� ����
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��� �� ����� � 	��
�� ��������	� ������� V ��� [1,∞)� ����� f ∶ V →
[1,∞) �� ���� � ����� (x, y) ∈ V �� y ∈ [0,∞)� ��� g ∶ [1,∞) → V ����

y ∈ [1,∞) �� (1, y) ∈ V � �� ���� ���� f ○ g(y) = y ��
 ��� y ∈ [1,∞) �� f ○ g ��

��� ��������� ����� (x, y) ∈ V � �(g ○ f(x, y), (x, y)) = ∣x − 1∣ + ∣y − y∣ ≤ 2 �� g ○ f
�� 	���� �� ��� ���������

�� ��� ����� �� ���� ���� �� 	��	� ���� f ��� g �
� ��
���� ��� !�����

N > 0� (x1, y1), (x2, y2) ∈ V � ��� �((x1, y1), (x2, y2)) ≤ N � "���

�(f(x1, y1), f(x2, y2)) = ∣y1 − y2∣

= �((x1, y1), (x2, y2)) − ∣x1 − x2∣ ≤ N.

��� ������ y1, y2 ∈ [1,∞) ��� ∣y1 − y2∣ ≤ N � "���

�(g(y1), g(y2)) = �((1, y1), (1, y2)) = ∣1 − 1∣ + ∣y1 − y2∣ ≤ N.
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